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1989 年文献[ 1 J 介绍了随机微分方程中的桐

合方法，对两个不同的度量?构造了桐合算子的可

能最优估计。祸合方法在很多领域，包括在随机微

分方程的研究中是很重要的工具之一[2 -4] 。例如?

张[5]结合桐合方法和 Girsanov 定理，巧妙地证明

非 Lipschitz 情形随机微分方程解的指数遍历性。多

值随机微分方程首先由 Kree[6] 提出，它是从带边

界反射条件的随机微分方程中发展出来的一类新的

随机微分方程。近年来这类方程引起了越来越多研

究人员的兴趣和注意，其中 Cepa[7] 通过 Yosida 逼

近和 Meyer-Zheng 拓扑证明了这类方程解的存在唯

一性。所谓 MSDE 是指下面这类方程:

(dXI+MJhb(XI)dt 斗叫)研I
( 1 ) 

X。二必 ε A)

其中 A 是一个多值极大单调算子 ， W 是概率

空间 (D ，中， )上的标准 Brown 运动 ， A) : 
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= 1 克已(元) ;j:-刑。多值随机微分方程与一般

随机方程的不同在于多值极大单调算子的存在。本

文在[ 1 ]的基础上研究多值情形的捐合方法?为

此我们首先要给出相对应的映问题?然后利用映方

法把[ 1 J 中的结果推广到多值的情形。最后 9 作

为运用?结合调合方法和 Girsanov 定理证明了多值

随机微分方程解的 Harnack 不等式。

1 一些记号

首先我们给出多值极大单调算子的一些记号?

更多内容可参考 [7J 。对一个多值算子 A:R → R ，

定义:

D(A) = 1 元 ε(元) ;j:-钞 i

R (A) : U X E D( A) A ( x) ; 

Gr(A) 二 1 (x ， y) ε 政2χε 瓦y E A( 必) I 

1 ( 1 )多的算子 A 称为是单调的，如果
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< y , - Y2 ， X ， 一句>去。， V(町 ， y，) , (元2 们) 令 n ↑∞ ，有

ε Cr(A) 。

(2) 算子 A 极大单调当且仅当

(叭，J， )ε Cr(A) ∞ < y ， 一刀，叫一句 >~O 罗

V(屿 'Y2 ) ε Cr(A) 。

定义 2 适应过程 (X ， K) 称为方程( 1 )的

解，如果满足:

( i) X = 1 Xt , Fd 0 ~ t < ∞ f ， Xo 二元o ，Xt ε D(A) ; 

( ii) K = 1 Kp Ft ; 0 ~ t < ∞)是一有限变差过程，

K。二 o ; 
( iii) dXt = b ( Xt ) dt + σ(Xt)dWt - dKt ,0 ~ t < ∞; 

(iv) 对任意连续适应函数 (α，则， α= 1 吼 ， F t ; 0 

~ t < ∞ f ， ß = 悦， F t ; 0 ~ t < ∞ i 满足若 (αt ，

βt) E Cr ( A) , V t E; [0 ，十∞) ，则有

< Xt 一饵 ， dKt 一 βt dt > 二三 0 ， α. s. 

命题 1 A 为一多值极大单调算子 ， (X ， K) 和

(X' ， K') 连续且 K ， K' 是有限变差过程。若连续函

数 (α ，β) 满足 (αt ,ßt) E Cr( A) , V t E [0 , +∞) , 

而且<一 αt ， dKt 一 βt dt > 二:::: 0 , < X't 一饵，

dK't 一 βt dt > 二三 0 ，那么有

< - X' t , - dK' t > 旨。

下面定理给出了 MSDE 对应的映问题:

1 (是( 1 )的一个弱解等价

在概率空间(0"中 ， P ， 上存在一个 d 维的连

续适应过程 X 和有限变差过程满足定义 2 ，使得

对 Vj E C~ ， ==j( ) 一川) L (矿) ( ) ds + 

L < Vj ,dKs > 是一个连续局部棋。其中

L=÷zl 问(元)升二…十叹 d b, ( χ) ~一
4 一户 dX.. d叫一，=， dX i 

证明 假定 ( K) 是( 1 )的一个弱解。由

Itô 公式，对 Vjε C~( 豆豆d) , t 巴队?有

j(Xt ) =j(Xo ) + 艾 åij(X.)dX: 十

;ifzljodiOjf(Xs)d<MiM>sJS 

这里屹立 Lo 矶 ?σ 二 (σij)l可以l运 TTI 0 

容易看出 1Mυε 飞 f /是一连续局部跌。

反之，若连续适应过程 X满足对所有j E C~ , 

都是连续局部棋。令l' /l == inf 1 t; I I > n f 。对

nε N ， i-l ， 2 ，"'， d ， 取 j E c~ ( )使得当
μ| 哥几时'， j(叫 = x' ( 第 i 项)。那么叹，( t) ==八I

Xi-j;AIms)dsd; 八IGmLc o 

的) == x; 一 X~ - L b i (X.) ds + K; εmLc ， 
i = 1 ,2 ,… ,d ( 2 ) 

对 i ，j = 1 ， 2γ " ， d ， 取 j E C~ ( )使得贝克) = 
X' :x) ， 则有人j=1929 … ， d ，

x;只 -m-itbz(XJms-itbj(XJx:ds 十

Jx:d尺寸IM;-JId(Xs)dsemLc

由分部积分和唯一性， < Mi ,MJ > t 才td(XJdsα
s. t ε 直是+ , i ,j = 192 ,… j 。

根据 [8J 中的定理 16.3 ，存在(0"中 ， P , F) 

的一个拓广(0，' ， φ" P' , F') 及其上的一个

Brown 运动 W使得 Mt = LlT (X.)矶，代人( 2 ) 

中?得到

dXt = σ ( Xt ) d W[ + b ( ) dt 一 dKt
因此 (是( 1 )的一个弱解。证毕。

我们记为对应棋问题的解?即 P工 ， k ~α? 

b) 。本文中算子中的系数都假定局部有界并且对

应的映问题存在。

2 两个不 的祸合

沿用[ 1 J 中搞合的记号:对p231 ，令 μ 为

上的一个度量，定义

( ): = Ìl~f 1 Iμ(元 ， Y ) P Q ( dx ? d y) f 忡
F • Q . JRdxRd' 

如果对任一可测集 AC 配，有。(A x ) = 

( A) ? Q ( >< A) = p 2 
( A) ， 那么 Q称为是和

p2 的一个祸合。我们只考虑 Euclidean 度量 p 和离

散度量 d 的相合吭一稠合和 V 一桐合: p(x ， y) 二

|元叮 I = ~兰(元i-Yi)2jl/29d(ZJ)=!?? 元二Y
J II , 元予"" y 

假定 lXt ft注。和问 f t别是上的两个过程，分布

分别为 pt ,p Y ， 并有相同的转移函数 P( 七.， ø) 0 

px ， y 是 0'2d= C([O ， ∞) ;反2d) 上的一个桐合概率测

度。定义稠合时间为1':二 inflt 注。 t)

Y( t) f 。我们称桐合成功，如果有

pX'Y( 1' < ∞) = 1; pX'Y(X(t) 二 Y( t) ; t ~ 1') = 1 

在配上给定两个算子 L， ( α ， (必) ,b, ( 元) )和
(α2 ( y) ? b2 ( y)) , ì己町 ， k

1

分别为对应轶问
题的解。在鼓 2d _l定义一个桐合算子 L( α( 元 ， y) , 

b( 元 ， y) ) 如下:

f a, ( χ) c( 元 ， y) \ , 1 /b ,(x)\ 
α( 叽 y) = I l' / ,'"/ 1, b( 元 ， y) = I - 1 ,,- I 1 

飞 c( 坷 ， y) "α2(y)/ 飞 b2 (y) / 
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其中 c( 坷 ， y) 是一个 dxd矩阵，且 α( 元 ， y) 非负定。

当 c( 坷 ， y) ::::σl(X) σ2 (y) "时，称 L 是 L] 和 L2 的

基本相合。令。 :::: fl 2" :::: C( [0 ，∞) ; )。给定

t 二三 0 , ω E fl , 记 Z( t ， ω):::: (ω) 为 ω 在中

的位置，町，作2 分别为 fl2d中的自然映射:

X(t ， ω) ::::作] 0 Z( t ， ω) , Y( t ， ω) ::::何2 0 Z(t , 

ω) , K1 (t) 工作] 0 K ( t) , K2 
( t) :::: 1T 2 0 K ( t ) 

冒!理 1 记 1 px ，)'， k: 坷 ， y E ， k 巳 1 为祸合

算子 L( α( 元 ， y) ， b( 元 ， y) ) 映问题解的集合，即

px ,y ,k ~ L( α ， b) 。那么

pxJl=PZJ，， k 。 7TJl?pyj2=P时，k 。 7TJ ，

元 ， y ε 睬 ， k ε

即对所有元 ， y ， k 1 ， e 巳配 ， k ε ， P荡，川是 px ， k 1

和 P川2

的一个祸合。
证明取f E C; (配)并且令贝克 ， y) :::: f( 元) , 

元 ， y ε 跳。由于 LF(x ， y) :::: LJ(吟，

< Vf(XJ ,dK: > :::: < V F( ) ,dKs >， γs 

且对所有 B 巳矿山 :u :;:三 sh sgt ，算子都局部有

界?町] (B) εσ曰 :u ~sl 。由~ L( α 少)和

定理 1 容易得到

L(f(XI)-LILif(XJdui 

J< 叮( ), dI< >) d(尸 077)

L(川) L' LJ( ) du 斗

L < Vf( )，叫> )们川 k 。两] ) 

从而有 o 1T;] ~ L[ 0 由唯一性， PMl:PTJA 。两l?

坷 ， y ， k 1 ε ， k E 0 由此我们得到第一个等式。

同理可证第二个等式。证毕。

下面定理给出了基本搞合的性质:

2 令 αi 二 α2 :::: UU , b[:::: b2 :::: b ， σ 和

b 在上连续。若对于基本搞合算子 L( α( 元 ， y) , 

b( 坷 ， y)) : 

/σ(χ)σ (x) 
α( 坷 ， y) :::: I 

飞 σ (y) σ(χ)

f b (元) \ 
b( 妃 ， y) :::: I ~ V" I 1 

M 飞 b(y)/

其轶问题解为

那么在 1 1' <∞|上?

::::飞 ， t 注 1'， r'" α. s. 

要证明这个定理，我们需要[ 9 ]中推论

8. 1. 2 的一个推广?证明过程从略:

引理 2 设 σ: → o 和 b: 豆豆d →直是d 都是

σ(x) σ (y) 习 L

u(y) σ (y) 习/

~ L( α( 见 ， y) ， b( 必 ， y)) , 

有界可测函数。 α=σu ， 定义 LECd → S2d 和 D:

如且这{如下:

f U( 元)σ(χ)σ(必)\ 11 \ fb(x)\ 
α( 元 ， z):::: I V VV / V\ ~V / V \.v J 1 ， b( 元 ， z) :::: IU\~JI 

飞 σ (x) 1 I 飞/

若 px ， k
1

~ Lx (α ， b) ， 那么鞍问题 L(元， 0) (â , D) 存在

解户使得 pX ，/r l 工户。 l 。其中当 fl2d :::: fld X fld 

时?日 :fl2d→ fl" 是 fl2d上的自然映射。

定理 2 的证明 只需证明对元 E , k E , 

px ,x,k(X
t 

::::叉 ， t 注 0) 二 10

假设 α( 元 ， y) 和 b( 元 ， y) 有界连续，那么 L 的映

问题存在。取

r Cexpl-1/(1 一 μ1 2 ) 1 ，以 1 < 1 ，元 ε
η:::: ) 

l 0，元|注 1 ，x E 

其中 C 是标准化常数。令肌 =84η(元/剖， σe -

(σij( x) ) :σij( 元) :::: (σzj*ηJ(吟 ， b e :::: (b7 (元) ) : 

b7(x) :::: (b j * 轧) (吟。显然有 σij( 吟 ， b7 (必)ε

C: ( )，因此存在常数，使得 11σε(对

σe (y) 11 ~元一 yl ， Ibe(x) be(y) 1 ~ 
|元… yl 。

令 (σεσ:~ ,bJ , 
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A
σ

/α( 元 ， y) σJ 元 ， y) \ 
αe((x ， y) ，( ω ，β)) :::: I _6"' '.;/ ö" J , I 

飞 σe (x ,y) 1 / 

{ b e (元 ， y) \ 
8ε ((x ， y) ，( 切，β)) :::: I ~ e V" ?J I 1 

飞 o / 
由引理 2 ，初始点为( (元，对 (0 ， 0)) 的映问题存

在解户ε 且尺，x ， k _ 尺。 19 其中 : fl4" • 
fl2d o 容易看出(帜，βt) 是一个 2d 维 Brownian 运

动，因此只需证

户(X， ::::瓦罗 t 注。) = 1 

出~ L((Î ,b) ， 容易得到尺一 α. S. ， 有

=x+ilbs(Xshls 十八)毗一

毛 zx+j}tbs(Y)ds 寸刀叉)dWs 一
令 SN :::: infl t 注。: 1 - Ytl > Nl ， 由Itô 公式

和命题 1 ，可得到
CJ 

A

川
IAU r--IJ 

E 

<E
E 

FU <\
N nb 

A

川
V
川N CJ 

A

川

X 
飞 1 2 ds
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令 N ↑∞，由 Gronwall 引理得到 Ês 1 _ Y[ 1
2 其中 <， >是中的内积。对所有必Jε

二 0 。从而有户)X[ = 瓦 J 注。) = 1 ，吧'λ." ( = 
瓦 ， t 二三 0) = 1 。容易证明|陀'川 :8 > 01 :是紧的，因

此可以取其一子序列 (P;川|使得 P;，y ， k 弱收敛

到 p~.川。这样有町'川~ L( α (x ， y) ， b( 克 ， y) ) 。由

局部性假设知町'川 :phJ ，k? 所以 px.x.k(X[ = 飞)

注 lim supP;，xJ(XI: 瓦) = 1 ， t?::Oo 这样我们证

明了所需的结果。证毕。

当 p = 1 ， 2 时 Wp 一搞合有如下的性质。
定理 3 假定 α( 坷 ， y) 和 b( 元 ， y) 在上连续9

且 P" 川~ L( α ， b) 。若存在常数 C 注 0 和 c<O 使得

Lp2 ( 坷 ， y) 三三 C - Cp2 ( 元 ， y) , 元 ， y ε o 

那么 Eu ，yp2(Xt ，毛) ::::; C/c + e-c旷(元 ， y) 。

特别地，当 C = 0 时‘，风 (P1 (t ,x , .) ,P2(t ,y , .)) 

::::; p( 元 ， y) e -cl/2 护。 αs t →∞。这里 P1 (t ,x , 

. )和 P2(t ， y ， .)是边沿过程的转移函数。若以 p ，

W1 和 e-cI 分别代替p27 矶和 e…cl/29 结果同样成立。
证明定义 SN = infl t 注。:

1 
- YII > NI , 

= inf 1 t 注。: 1 1
2 + 1 咒 1 2 > RI ， S 二 StV 八

由 ~α ， b) ， 命题 1 和定理 1 得到 9
(八5' )::::; (坷 ， y) + 

(X川八s) du 

由 Gronwall 引理 ， gy ,yp2 ( 八 s ， YI^S) ::::; C/c 十

e 
--Cl

p
2 ( 克罗 y)

令 R ↑∞ ， N ↑∞，定理得证。对函数p+;运
用 Itõ 公式?再令 s → 0 同样可以得到晚的结果。

证毕。

3 判断准则

固定相合算子 L( α (x ， y) ,b(x ,y)) ， 假设对所
有元 :rf y 和对所有fεC~ ( ): 

supp (f) ç: 1 (元 ， y) ε :1/n ::::;元一 yl ::::; 
NI ,n ,N > 1 , 

f( 点) - L~川， Y
lI 

) du + L < \l f , dK
lI > 关

于 N是一个一棋。

我们继续沿用[ 1 ]中的一些记号。

引理 3 令 A(x ，y) = α1 (吟半 α2 (y) 2c (元?

y) , B( 元 ， y) 巳 b 1 ( χ) … b2 (y) ; 

Â( 元 ， y) 二 <χ y (x ,y) ( 必… y) > , 

A( 妃 ， y) = Â(x ， y)/I χ Y 1 2 ，元:rf y ; 

Ê(风 y) < 元 - y ， B( 叽 y) > 

元并 y ， Â( 元 ， y) 注 0 。
对任意fεC2

( [0 ，∞)) ，元并 y ， 容易算出

f(ρ(元 ，y) ) 
2扩(p( 坏 ， y)) = A( 元 ， y)f'(ρ(元 ，y) ) 十

ρ( 元 ， y)

[ trA( 元 ， y) - A( 必 ， y) + 2Ê( 坷 ， y)J (3) 

令 S tV = inf 1 t ;;:: 0: 1 X， 一毛 1> 州 ， N > 1 ; 7 n 

= inflt 注 0: Ix{ 一咒 1 < 1/叫， n > 1 ， 7 n ↑ Tα， s. 

n ↑∞ ; 7 n . tV = 7 n 八 SN 0 取连续函数 γ ，γ: (0 , 

∞)→ R 和 α ， α* : (0 ，∞)→ (0 ，∞)使得

γ (r) 注 !?11(trA( 元 ， y) - A(x ,y) + 

2Ê( 元 ， y) )/豆(坷 ， y)

Y 和 (r)4|1r(UA( 坏 ， y) - A ( 元 ， y) 十

2Ê( 克 ， y) )/注(坏，y)

α(04| 川J(川)4|?11卢 (x ,y) ::::;α*(r) 

C( r) = 叫fr 卫旦ldu1 , C 如 (r) = 
LJ1 U J 

叫f马兰叫， f( r) = f C (s) -1 ds , 
(r) = JC 习 (s) 川， r > 0 
fl fi C(IL) g ( r) = I c ( s ) -1 ds I 一~dμ ， g*(r)Jr - \ ~ I ~.~ 

Js α(μ) 

JlsJi C4(~ C ':' (s)
一 ld 一一一

sα"
， 

( LL ) 

那么f' ( r) > 0 , f' ( r) + f' ( r)γ ( r)/r 二 0;

f' ':' (r) > 0 , f' ':' (r) + f' ( r)γ 斗 (r)/r = 0 。
当 r ↑∞时，只 r) ↑ f( ∞)。类似地可以定义f(O) , 

f* ( ∞ ) ， f司 (0) ， g(O) 和 g~， (0) 。
4 令 α> 0 , 

( i) 如果f( ∞) =∞且 g(O) < ∞?那么桐合

成功。

( ii) 如果f* ( ∞) <∞或者 g (0) =∞?那
么娟合失败。

( iii) 如果 γ=γ* 且 α:α 斗'那么搞合成功
当且仅当f( ∞) =∞ ， g( 0) <∞。

i证正明 令

那么有

{P 
,0 f \ _, 

1 _ 
{N C (μ 

=一 I C( s吵)一 'ds I 一一一川 J1In
~ \ u 

/ 
~V 

).， α ( u) 

14p4N? 几，N>l (4) 
n 

一∞ < (p)::::;O ， F'n.以p)40 ，

F气N(P) + F'n.N(ρ)γ(ρ )/p = 1/α(ρ) , 
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g(jfrt)(P9N) 

g(m-I)(u ， N)dμ ， m 注 1

:卢g 示 (p ， N) TT1 , m?;Oo 那么 g~了。 (p ， N)

因此 uN(p) 二-二og(m) (p ， N) 对所有 P E (0 , 

N] 都有意义。此外，

- exp(g (p ,N)) ~μN 呈一 1 , U' N 注。?

rl 八 Tfl ， N
EX ,y I < \l F".N ,dKs > 斗gr ，y (t 八 T".N)

)) :T" ~八 t] = 

(γ 11 三三 八 t) 

八 t) ~μ川 r)luN (11凡)

， N →∞?有 (T~t) =0 , 

(T < ∞) = 0 ，桐合不成功。证

<
-、、

uN(p) = α 斗 (p) (U飞 (ρ) 十 γ (r)u'N(p)/r) , 

:i厅uN(p) 二∞ ， 2LuN (p) ~ uN(p) (7) 

固定见并 y ， 令 r = 1χ- yl > 0 。那么对所有 N>

r ， 由 Itô 公式，命题 1 和上式，

UN(r)EEhJIUN(p(X~vAI ， YMI/\I))] 一

?EX Jj;Fi 门N(P，) ds 

由 Gronwall 引理 ， gr ,y[ uN(p( 川 1 ， 八 1) ) ] 

e(川V八 1)12 uN (r)

从而有

u
N 

(1') 二三 EX ，y[ 川， ^1)/2 UN (p( 内

得到 E元 ， y (t 八 T".N) ~-2F".N(r) 0 再令 t ↑∞，有

E" 'y( Tn.N) ~ - 2F".N(r) < ∞ (5) 

(i) 若 g(O) <∞，那么 FO.N(r) 军 limF".N( r) 

一∞。从 (5) 中可知

EX ,J'( T 八 SN) ~-2Fo ，N(r) < ∞ 

另一方面，因为矿(ρ( 坷 ， y)) ~ 0 ,f' (r) > 0 , 

j( 1 
n 

> 

P'" 川 (T" < SN 八 t) 十

j(N)px ,y ,k(SN < 7" 八 t) 十 E"，)'(j(p):t ~ Tn ， N) 主

j( 1') - E't ,y(L < \lj ,dK, >)ζ j( r) 

又由 (5) 得到 j (l)px ,),k(7" < ) + j( 
飞 η/ E'r ,y[ e 一ω UN ( 

u川 11凡)
(6) ( <凡) ~ j( r) 

这样有
民n

先后令 n 护∞

t 二三 0 。 因此
七匕
-，一。

言 1 1.里 4 如果一个东南合包括两个独立桐合部

分，并且每一榈合都满足这样一个性质:相遇后即

合并。那么榈合时间是 7 = 71 V 72 ，其中 71 和 72

分别是各部分祸合时间。搞合成功当且仅当每一部

分都成功。

f (r) - f( lln) 
(T" > ) ~ NJ ~j(N) -j(lln) 

<∞?则j(O) > 一∞，且

(r) - f( 0) 
(7 > SN) ~ι二ιl立L

川飞 j(N) … j(O)

令 N ↑∞?若j( ∞) =∞，有 pr ，川 (7 =∞)二 0 。

所以 (7 <∞)二 1 ，相合成功。

( ii) 如果λ( ∞) <∞?类似 (6) ，可以得到

f*(i)px ，y ，lf(Tn<SN) 十
n 

由于 g(O)

将结合相合方法和 Girsanov 定理给出多值随机

微分方程解的 Harnack 不等式。假设:

(H 1 ) (Lipschtiz 连续性)存在 λ?λIE 满

足对所有的 x ， y E 

2 <元- y ， b( 元) - b(y) 

σ (y) II~~λ11 必 _ Y 1

2 

(矿的非退化性)存在 λ2 > 0 ，使得

搞合方法的应用:4 
f习 (N) (SN < T ,,) ~j* (r) 

进一步有

λ| 见一 Y 1

2 , > 三三

11σ( 元)

( ) 
sup 11σ-1 112 ~λ2 0 

5 假定(

kl , n \ ~ j(N) - 1", (r) 
X')""(7 < SN) ~ 

川飞 j"， (N) -j ,, (lln)' 

(7 < ∞ ) ~ (7" < ∞ ) 三三
f( ∞) - j ,:, (r) 

f习(∞) - 1", (1In) 

因此桐合失败。

如果 g (0) 

< 1 

)是方程( 1 )的解?

其转移概率?那么在假设( )和( )下，对

任意 T > 0 ，任意严格正有界可测函数j ， α> 1 , 

元 ， y ε D(A) ， 有

2LF" ,N(P) = AF气p) + F' (p ) ( tlA … A + 2Ê)1ρ 二三 1 

令 r = 1χ- yl 。由 px ， y ， k ~ L( α ， b) 和命题 1 , 

EEYJFFIJ(|Xthr N-YIhn N|) … F川! (r) 

÷叫;飞LF".N( I Xll 一瓦 I )du 一

二∞?令

=fct(s) 一ldsIN川jdtL< ∞

二 1 并定义

。 <p 三三 N 

X才 O<p~N ， 令 g(了 ) (p ,N) 

g ,:(p ,N) 
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(P 1'f(y) )α4 

eXP1λ:α| 必 γ1 2 (e (λ+λρ) l' _ 1) 2 ~ ( P 1'J (必) ) 
l2T( α_l)I""'-JI \'-' .L/ J 

特别地步 P1 具有强 Feller 性。

证明 考虑下列榈合方程:

UA(X)dt?σ矶
dY, + A ( Y1 ) dt :3 b ( Y1 ) dt 十矿，dW，十

X y 
. 1 ,. __, dt 

Xo 二元，

(8) 

YO = y 

其中 α1: = 1 元… y
1 

(e(λ+λ 1 /2 ) 7' 一 1) /T , t ε [0 ， TJ 。
X. - Y I 

由于 1 a. ~T 
L

卡 CT ， 因此 (8) 的第二个方!αIIx1 一旦 rl
飞 7 

程有唯一解。对 r→; 1 
rl 2 十 8 运用 Itô 公式，再令

s ↓ 0 得到 dElx， 一旦 1 ~ (λ+λ/2)E IX1 一川 dt -

E( α1) dt 0 

由 α1 > 0 和 Gronwall 引理有

EI …咒 I~ 1 元一 y le(λ+λ 1 /2 )1 

如果 T < 飞那么

EI … 1 一 Ix … yl ~ (λ+λ/2) 

EJMl-Wt-EL1呐司一|必… yl
这说明二，矛盾。所以 > ,a. s. 。这时a

(8 )的第二个方程可以写为:

十 A( 毛) dt :3 b ( Y1 ) dt +σ， dW，罗马 = y 

+αIOFI i 其中 dW， : = 

[0 ，。

, X. - y. 
，毛): =α 矿

1
-

1 

IX1 一咒 11 <71 ' 

R:= 叫{f'< ， YJ ，酌
1ltrlJ 

PJ 
-G qL 

、
飞
』f
/

v
i
、

那么 11 H(X" 毛 ) 11
2 ~λ;lx-yI2(e(λ+λ 1/2 ) 1' 

1)2/俨 ， t ε [0 ， TJ 。
但 W1 在 R.P下是一个 Brownian 运动。这样由

Höder 不等式，对任意 f 巴 bB ( ), P Tf( y) 工

ERf( Yr ) 

1 P rJ ( x) f 

11囚。

ERf( ) ~ lER旷(α一 1)
f 
(a-I)Iα 

容易计算 ~ exp~ λ;α 21 元一 y
1

2 

α _l)"I-V J 

(e(À+)l] /2)T _ 
1) 2 

} ，从而有

(PTf(y) )α~ 1 
ERw(a一 1)

f 
(a -1) 

( P 1'J (元)) ~ 

exp~ λ:α |元一 γ1 2 (e 
(λ 叫ρ) l' _ 

1) 2 ~ ( P rJ (元) ) 
L2T( α_ 1) 1"" JI ,- ~/ J 

因此， 1 PTf(y) … Prf(x) 1 二 IE(R … 1 )f(Xr ) 1 ~ 

11 f 11 E 
1 R - 1 1 。

但是 limE 1 R … 11 = E limR … 1 = 0 ?因此 PT

具有强 Feller 性。证毕。
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